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Resumen

El espacio de estados resulta ser un tipo de formulacién matematica que presenta una serie de
caracteristicas y herramientas muy apropiadas para su utilizacion en econometria lineal. Aunque
proviene del campo de la ingenieria, en este articulo se revisan cudles son esas caracteristicas
que lo hacen especialmente interesante en econometria: la capacidad de formular modelos de
componentes no observados, las herramientas para realizar una especificacion tipo “caja negra”,
basada en observaciones, y las facilidades para llevar a cabo la estimacion de parametros. A lo
largo del articulo se discuten estas caracteristicas e instrumentos, principalmente el filtro de
Kalman (enfoque de estimacion "universal™ Kalman-méaxima verosimilitud en modelos lineales) y
los métodos de subespacios (que cubren la estimacion de pardmetros y la especificacion basada
en observaciones).
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1. Introduccion

El espacio de estados con parametros constantes (nos limitaremos a este caso, sin considerar
modelos de parametros variables) constituye una de las posibles formulaciones matematicas
generales para un sistema estocastico lineal, y presenta caracteristicas que lo hacen
especialmente apropiado para su utilizacion en econometria. En este articulo discutimos
cudles son estas caracteristicas.

2. Identificacion de sistemas y econometria

Siguiendo al profesor Lennart Ljung (1999), podriamos definir la identificacion de sistemas
como el arte de crear modelos matematicos sencillos y precisos para sistemas complejos a
partir de series temporales de observaciones “ruidosas”. Parece poco discutible la utilidad de
disponer de modelos para los sistemas en estudio, puesto que es en base a modelos como
“entendemos” el mundo que nos rodea. Si ademas el modelo es expresable matematicamente,
podemos utilizarlo (y quiza validarlo) cuantitativamente.

Podemos considerar las siguientes etapas de la identificacion de sistemas (figura 1):
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Figura 1. Fases de la identificacion de sistemas

Intriligator, Bodkin y Hsiao (1996) definen la econometria como la parte de la economia que
se ocupa de la estimacion empirica de relaciones econdmicas. La figura 2 es especialmente
ilustrativa respecto a este enfoque.
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Figura 2. El enfoque econométrico. Basado en Intriligator, Bodkin y Hsiao (1996).

La formulacion del modelo se trata en realidad de un proceso iterativo: si el modelo no es
validado se procede a modificarlo o reformularlo. Hacemos notar que, conforme a la figura 2,
el modelo econométrico se alcanza basandose en una teoria economica, que es plasmada
mediante algun tipo de formulacion matematica.



El enfoque de obtencion de modelos paramétricos en identificacion de sistemas es distinto al
enfoque que utiliza la econometria basada en modelos o “estructural”. La identificacion de
sistemas parte de formulaciones o tipos de modelos matematicos flexibles y generales
(modelos ARMA, espacio de estados, redes neuronales, etc.) y obtiene una representacion
particular lo mas sencilla posible que “capte” las caracteristicas o relaciones dinamicas entre
las variables del sistema observado. El enfoque estructural, en cambio, parte de teorias o
hipdtesis sobre el “proceso generador” de las observaciones, que se traducen en unas
ecuaciones matematicas que relacionan entre si las variables del sistema.

Sin embargo, la econometria también ha abordado la cuestion de especificacion de modelos
basandose en observaciones, propia de la identificacion de sistemas. El ejemplo mas conocido
es posiblemente la metodologia Box-Jenkins de identificacion de modelos ARMA.

Para modelos paramétricos, tanto el enfoque de identificacion de sistemas como el enfoque
estructural seleccionan algun tipo de formulacién matematica y proporcionan en un primer
paso un conjunto de ecuaciones con un numero limitado de pardmetros a estimar, 0 modelo
especificado. Valores apropiados para esos parametros desconocidos son entonces calculados
mediante algun procedimiento de estimacion.

Ninguno de los dos enfoques de especificacion estd exento de riegos. La especificacion
estructural impone una serie de restricciones que, Si son ciertas, permiten estimar mejor los
parametros del modelo, ya que los pardmetros fijados a priori no se ven sujetos a variabilidad
muestral, y el resto puede ser estimado con mayor precision. Ademas, estos modelos pueden
venir respaldados por principios cuya validez empirica esta contrastada histéricamente mas
alla de lo que resulta posible mediante el rango de observaciones del sistema en estudio. Sin
embargo, conviene no olvidar que la forma estructural de las ecuaciones que relacionan las
variables se ha impuesto desde un punto de vista teérico, en forma de hipétesis del modelo. Si
los datos practicos observados no se corresponden con las caracteristicas del modelo teérico
especificado, podremos invalidar, por improbables, las hipotesis del modelo. Por el contrario,
si las observaciones si se ajustan al modelo teorico, todo cuanto podemos aceptar es que la
realidad observada no ofrece suficiente evidencia en contra de nuestras hipétesis.

La especificacion basada en observaciones asegura, en cierta medida, que el modelo
especificado es capaz de captar la estructura subyacente a las observaciones en las que se ha
basado la especificacion. Sin embargo, el modelo sélo sera valido si en el futuro las series
observadas mantienen las mismas caracteristicas estadisticas presentes en el conjunto de
observaciones utilizado para la especificacion.

Deistler (1996) realiza un analisis historico de la inclinacion de los econémetras hacia uno u
otro tipo de especificacion. Entre otras consideraciones interesantes, cita la decepcion
provocada por los grandes modelos estructurales es los afios 70, al comprobar que sus
predicciones eran superadas por las de sencillos modelos univariantes identificados mediante
la metodologia Box-Jenkins. Segun Deistler, no existe actualmente una opinién clara sobre
qué aproximacion es preferible, si bien existe una tendencia a la especificacion estructural
cuando los objetivos son el andlisis econdmico, la simulacion de politicas o la prediccion a
medio plazo, y una tendencia a la especificacion basada en observaciones, tipo VAR o con
modelos “caja negra”, cuando se busca prediccion a corto plazo.



Las herramientas desarrolladas sobre la formulacion del espacio de estados abarcan tanto la
especificacién (basada en observaciones -enfoque “caja negra”- o estructural), como la
estimacion de parametros.

3. Ecuaciones e interpretacion del espacio de estados

Una formulacion de un modelo para un sistema dindmico en el espacio de estados con
coeficientes constantes es una formulacion paramétrica lineal en la que existe un vector de
variables auxiliares o estados (x;) que condensa en cada instante t toda la informacion
historica del sistema relevante de cara a su evolucion futura. Ademas, la dindmica del sistema
queda recogida en la ecuacion de transicion de estados, que es una ecuacion vectorial en
diferencias de primer orden. El vector de estados puede interpretarse como un conjunto de n
componentes dinamicos no directamente observados, subyacentes a m series observadas.

Para sistemas lineales estocasticos de parametros constantes, las ecuaciones de una
formulacién en el espacio de estados pueden expresarse:

1= A+ Key Ecuacion de transicion de estados Q)
yi = Czi+e Ecuacion de observaciones (2

donde y; es el vector de observaciones, de dimension m; z; es el vector de estados, de
dimension n; e; es ruido blanco de esperanza E(e;) = 0 y matriz de covarianzas E (e; e’;) = R,
y A, K, C son matrices de coeficientes (pardmetros) constantes y dimensiones apropiadas.

La formulacién del espacio de estados es equivalente a otras formulaciones alternativas
generales paramétricas de un sistema lineal, como las funciones de transferencia racionales o
las formulaciones VARMA, y existen métodos desarrollados para expresar un modelo
conforme a las distintas formulaciones - por ejemplo, véase Aoki y Havenner (1991) o
Terceiro (1990) para una forma de pasar al espacio de estados un modelo econométrico
estructural lineal en forma reducida. Con caracter mas especifico, lzquierdo, Hernandez y
Pajares (2003) reflexionan sobre la aplicacion del espacio de estados a modelos de datos de
panel y modelos de cointegracion-.

Pese a la equivalencia que existe entre las distintas formulaciones, existen algoritmos y
métodos de identificacion desarrollados especificamente para trabajar con cada tipo de
formulacién. Cuando el modelo es desconocido y nuestro objetivo es identificar un modelo
apropiado a partir de observaciones, los distintos métodos de identificacion conduciran
(posiblemente) a la obtencion de distintos modelos.

En cuanto a la interpretacién, las caracteristicas del espacio de estados permiten postular
(especificar) y estimar modelos de componentes dinamicos no observados. Estos modelos
pueden corresponder a una descomposicion de la variable observada en términos mas
facilmente interpretables y/o a una composicion de factores dindmicos comunes (menores en
namero que el nimero de series observadas). En este contexto entran los modelos de series
temporales denominadas “estructurales” (Harvey, 1989) o las habituales descomposiciones
ciclo-tendencia, tan ligadas con la tradicion econometrica. En particular, la cointegracion
corresponde a una descomposicion de las series no estacionarias observadas en un conjunto
de ciclos estacionarios y tendencias no estacionarias, con un nimero de tendencias comunes
no estacionarias inferior al nimero de series observadas.



4. El espacio de estados y el filtro de Kalman

La estimacion de parametros de un modelo formulado en el espacio de estados cuenta con una
potente técnica de uso general, que es la estimacion méaximo verosimil (pseudo méaximo
verosimil, si las perturbaciones no son gaussianas) con funcion de verosimilitud calculada
mediante el filtro de Kalman (figura 3). La aplicacion més evidente del filtro de Kalman,
conocido el modelo, es la prediccion, pero si los parametros del modelo deben estimarse, la
formulacién de un modelo en el espacio de estados y la aplicacion del filtro de Kalman
constituyen una opcion general para el calculo de estimadores pseudo-méaximo-verosimiles de
los parametros de un modelo econémico.

Como indica Vargas (1999), desde el punto de vista tedrico podemos considerar que este
enfoque (formulacion en el espacio de estados + filtro de Kalman para el calculo recursivo de
la funcion de verosimilitud + maximizacion de la funcion de verosimilitud) resuelve el
problema de la estimacion méximo verosimil de parametros para cualquier modelo que
admita una formulacién en el espacio de estados. Podemos considerar el filtro de Kalman
como una herramienta que permite construir un “estimador universal” de parametros en
modelos econométricos lineales: bastaria con formular en el espacio de estados el modelo con
el que estemos trabajando para proceder a su estimacion.

Modelo (parametros 0)
Formulacion en el
espacio de estados

Observaciones (yt)

Filtro de Kalman

Funcidn de densidad de probabilidad log L; (0) (recursiva)

Maximizacion en @  (numérica)

Estimaciones pseudo-méaximo verosimiles de 0

Figura 3. Utilizacion del filtro de Kalman para la obtencion de estimadores pseudo maximo verosimiles de los
parametros de un modelo

La estimacion Kalman-méaxima-verosimilitud plantea, sin embargo, una alta carga
computacional y posibles problemas asociados a la busqueda iterativa por métodos numéricos
del maximo de una funcion de verosimilitud que puede resultar altamente no lineal y con
multiples maximos locales. Ademas, la formulacién en el espacio de estados de un modelo
que inicialmente se ha especificado usando otro tipo de formulaciébn matematica suele
implicar una serie de restricciones sobre los parametros de la formulacion en el espacio de
estados que deben ser tenidas en cuenta en la estimacion. También esta el problema de la
identificabilidad del modelo, que se aborda mediante la eleccion de una forma candnica, pero
sin que las distintas opciones sean equivalentes. En definitiva, pese a su atractivo como
estimador universal, es un enfoque que dista de ser sencillo o estar exento de complicaciones.



Otra de las herramientas mas potentes desarrolladas sobre el espacio de estados son los
denominados métodos de subespacios, que abordan la especificacion basada en observaciones
y la estimacion de los parametros del modelo.

5. El espacio de estados y los métodos de subespacios

Como ya hemos indicado, la especificacion de un modelo para un sistema a partir de
observaciones del mismo es una cuestion de identificacion de sistemas que presenta gran
interés en econometria. La identificacion de sistemas lineales en econometria se ha centrado
tradicionalmente en la formulacion ARMA y sus variantes, pero el espacio de estados ofrece
una alternativa interesante y diversas herramientas para la especificacion del modelo.

Especificar un modelo en el espacio de estados se reduce a encontrar el valor de un unico
hiperparametro: el orden del sistema, que es la dimension (n) del vector de estados (para una
representacion minima).

Los algoritmos de subespacios permiten especificar un modelo en el espacio de estados y
proporcionan una rapida estimacion de los pardmetros del sistema, que puede usarse como
alternativa a otros procedimientos de estimacién recursivos (Kalman + maxima verosimilitud,
por ejemplo), més lentos y problematicos, o para proporcionar valores iniciales adecuados
para los mismos.

Posiblemente, la mayor aportacion de los métodos de subespacios consiste en haber
establecido y combinado las siguientes dos ideas:

1 Que es posible estimar el orden del sistema y el valor de una secuencia de estados
(tipo Kalman) a partir de observaciones del sistema y en un solo paso (no recursivos),
sin necesidad de conocer las matrices del sistema (sin conocer ni aplicar el filtro de
Kalman).

2 Que, una vez conocida una secuencia de estados, todas las matrices del sistema son
estimables por minimos cuadrados.

La diferencia entre el enfoque de estimacion de los algoritmos de subespacios y el enfoque de
estimacion basado en el filtro de Kalman + maxima verosimilitud puede observarse en la
figura 4.
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Figura 4. Diferencia entre la estimacién por métodos de subespacios y la estimacion basada en el filtro de
Kalman + maxima verosimilitud. La parte izquierda resume el enfoque de los métodos de subespacios, en los
que una secuencia de estados (tipo Kalman) es calculada en primer lugar y a partir de observaciones del sistema,
sin necesidad de conocer o estimar previamente las matrices del modelo. Basado en VVan Oberschee y De Moore
(1996)

En comparacién al enfoque Kalman-maxima-verosimilitud, destacamos las principales
diferencias en la aplicacion de los métodos de subespacios:

1.- La estimacion no requiere una optimizacion iterativa de una funcion no lineal. Se
emplean, en cambio, métodos robustos de algebra numérica lineal, como la
descomposicion en valores singulares y la descomposicion matricial QR (donde Q es
una matriz ortogonal y R es una matriz triangular superior).

2.- La consideracion o imposicion de restricciones a priori sobre algunos de los
parametros del modelo no resulta sencilla de considerar bajo los métodos de
subespacios, que parten de un enfoque “caja negra”.

3.- No se precisa partir de un modelo especificado. La especificacion del modelo se
puede llevar a cabo por los propios algoritmos de subespacios, que se encargan de
estimar el orden de una representacion minima. La identificabilidad se consigue
fijando un sistema coordenado para los estados mediante la eleccion de una matriz
invertible arbitraria (cada tipo de algoritmo de subespacios elige esta matriz de una
forma determinada). Esto es equivalente a la utilizacion de parametrizaciones
canodnicas del enfoque Kalman-méxima-verosimilitud para conseguir un modelo
identificable.



6. Conclusiones.

El espacio de estados resulta ser un tipo de formulacion matematica que presenta una serie de
caracteristicas y herramientas muy apropiadas para su utilizacion en econometria lineal. En
particular, permite realizar una especificacion intuitiva de modelos de componentes no
observados, ofrece herramientas para realizar una especificacion tipo “caja negra”, basada en
observaciones, y ofrece herramientas para llevar a cabo la estimacion de parametros. A lo
largo del articulo se han discutido estas caracteristicas y se han revisado las principales
herramientas a las que aludimos: el filtro de Kalman (enfoque de estimacion "universal™
Kalman-maxima verosimilitud en modelos lineales) y los métodos de subespacios (que
cubren la estimacion de parametros y la especificacion basada en observaciones).
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